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Antecedentes

Figura: Hilbert (1862-1943) en torno a 1900 y mucho después, en 1922
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Antecedentes

Hilbert en 1899: Antecedentes:

@ Nace en Konigsberg y alli estudia matematicas. (Solo pasa un semestre
fuera)

Tesis doctoral: Sobre teoria de invariantes algebraicos.
Pruebadeque ry e =Y 2, % son trascendentes.

Solucién del Problema de Gordan sobre invariantes algebraicos.

Nullstellensatz: establecimiento del Diccionario Algebra-Geometria que
da fundamento a la Geometria Algebraica moderna.

@ Publicacién de un Informe sobre el estado del arte en Teoria Algebraica
de Numeros, por encargo de la Sociedad de Matematicos Alemanes.

@ Publicacion de sus “Fundamentos de la Geometria”, en 1899.
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Los fundamentos de la Geometria

En 1898 Hilbert imparte un curso -en Gotinga- sobre Fundamentos de la
Geometria y en 1899 publica un libro dedicado a dicho tema.
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Los fundamentos de la Geometria

Durante el S. XIX los matemaéticos lograron apartarse de la Geometria
Euclidea, introduciendo diferentes tipos de Geometrias:

@ Geometria Proyectiva
o Geometrias no-Euclideas -de tipo hiperbdlico y de tipo eliptico-

@ Geometria diferencial, Geometrias Riemannianas, etc.

Ademads, se realizaron importantes esfuerzos por axiomatizar la Geometria
Euclidea, y se investigaron los resultados que se pueden derivar evitando el
axioma de las paralelas (Geometria Absoluta). Otro enfoque que se considerd
también importante fue la distincion entre Geometria Sintética -sin
coordenadas- y Geometria Analitica. También se habia comenzado a estudiar
la Geometria Algebraica, etc.
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Los fundamentos de la Geometria

Por ejemplo, en Geometria Absoluta se demostré el siguiente importante
resultado:

Teorema (de los tres mosqueteros, Legendre-Saccheri):
Denotemos, para cada triangulo AABC del plano, por:
{={(AABC) =a+f+y
a la suma de sus angulos internos. Entonces:
(a) Sipara algun triangulo AABC se satisface que ¢(AABC) <,
lo mismo sucede para todo triangulo del plano.
(b) Sipara algiin triangulo AABC se satisface que Z(AABC) = m,
lo mismo sucede para todo tridangulo del plano.
(c) Sipara algin triangulo AABC se satisface que /(AABC) > n,
lo mismo sucede para todo triangulo del plano.
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Los fundamentos de la Geometria
Otras contribuciones fundamentales para el desarrollo de la Geometria fueron:

o El programa Erlangen de F. Klein (y S. Lie), formalizado por Klein en
1872.

o El trabajo fundacional de Riemann "Sobre las hipétesis que subyacen en
los fundamentos de 1la Geometria” (1854).

Lvacan SOBRE LAS HIPOTESIS QUE ESTAN EN
Félix Klein LA BASE DE LA GEOMETRIA
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Geometrias Afin y Proyectiva: Tres teoremas importantes
Nosotros vamos a prestar especial atencién a la Geometria Proyectiva:

o

Figura: Proyeccion central desde O. Las proyectividades son composiciones de este
tipo de aplicaciones.
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Geometrias Afin y Proyectiva: Tres teoremas importantes

Teorema (Desargues):

Si dos tridngulos estén situados en un plano de modo que los lados
correspondientes son paralelos dos a dos, entonces las rectas que
unen los vértices correspondientes o bien son concurrentes en un
punto o bien son paralelas. Ademas, si dos triangulos estan situados
en un plano de modo que las rectas que unen los vértices corres-
pondientes concurren en un punto o son paralelas y, ademds, hay
dos pares de lados correspondientes que son paralelos, entonces
los lados del tercer par correspondiente son también paralelos.
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Geometrias Afin y Proyectiva: Tres teoremas importantes

Teorema (Pappus):

Sean r y r’ dos rectas distintas que se cortan y supongamos que A,
B, C son puntos de r, A’, B’, C’ son puntos de r’ y que ninguno de
estos puntos esta en la interseccion de r y . Si CB' es paralela a
BC’ y CA" es paralela a AC’ entonces AB’ es paralelaa BA'.

J. M. Almira (Universidad de Murcia) Universidad de Murcia 2007 5/11



Geometrias Afin y Proyectiva: Tres teoremas importantes

Teorema (Pascal):
Los puntos de interseccién de los pares de lados opuestos de un
hexdgono inscrito en una cénica estan forzosamente alineados.

R
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Geometrias Afin y Proyectiva: Tres teoremas importantes

o Los teoremas “de Desargues” y “de Pappus” estaban ya en “Los
Porismas” de Euclides. (S. IV d.C), que se perdieron.

@ Aparecen en el libro VII de la “Coleccion matematica” de Pappus de
Alejandria. (S. IV d.C.), atribuidos a Euclides.

@ G. Desargues (independientemente) prueba el teorema que lleva su
nombre en 1636 en “Perspective”.

@ B. Pascal publica su teorema (generalizacion de Pappus a cdnicas) en
“Ensayo sobre las cénicas” (1640).

o Estos teoremas tienen versiones afin y proyectiva. Poncelet los coloca en
el centro de su “Tratado sobre las propiedades proyectivas de las figuras”
(1822).
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Geometrias Afin y Proyectiva: Tres teoremas importantes

Teorema de invariancia (Desargues):

Supongamos que los puntos A, B, C, D pertenecen todos a la mis-
ma recta r y que pg, (r) = r’ para cierta proyeccién central pg ..
Entonces

ACBD A'C’' B'D

BCAD B C AD
donde A’ = pg, (4), B' = po,z(B), C' =po,(C), D’ = po, (D).

Se sigue que la cantidad

AC BD

(ABCD) = BCAD'
a la que llamamos razén doble de los puntos A, B, C y D (dados
en ese preciso orden), es un invariante proyectivo. Este descubri-
miento produjo cierta inquietud en los matemaéticos del siglo XVIII:
¢c6mo hemos dado con una propiedad proyectiva que, por otra
parte, esta definida en términos de la métrica usual del plano, si
habiamos enfatizado el hecho de que la geometria proyectiva nada

tiene que ver con el estudio de distancias o dngulos?
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Geometrias Afin y Proyectiva: Tres teoremas importantes

@ Christian von Staud, en su “Geometria de posicion” (1847) usa
Desargues para introducir coordenadas en el plano proyectivo.

@ Idea clave: El Teorema de invarianza de Desargues solo requiere ser
cierto para cuaternas armonicas (de razén doble —1), y estas no
requieren congruencia para su definicion.

o El trabajo de von Staud conduce a una amplia discusion sobre el papel de
los argumentos de continuidad en Geometria Proyectiva y, en particular,
para la demostracién de Desargues y Pappus.

o (Es posible prescindir de la completitud y de la propiedad arquimediana
para demostrar estos teoremas?
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Geometrias Afin y Proyectiva: Tres teoremas importantes

En 1891, en la reunion de la recién fundada Sociedad Matematica Alemana,

que tuvo lugar en Halle, Hilbert escuch6 una conferencia del geémetra
Herman Wiener que le impresiond:

Figura: Hermann Wiener (1857-1939) “Uber Grundlagen und Aufbau der
Geometrie” (Sobre los fundamentos y la estructura de la Geometria)
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Geometrias Afin y Proyectiva: Tres teoremas importantes

Segtin relata Blumenthal, tras la charla y, de vuelta a Konigsberg, Hilbert
afirmo6 entusiasmado que uno deberia poder hacer geometria sin necesidad de
atarse a las ideas preconcebidas de punto, recta o plano “a la Euclides”. Uno

¢

deberia poder decir “mesas”, “sillas” y “jarras de cerveza” en vez de
“puntos”, “rectas” y “planos” y no por ello los resultados perderian su validez
o su interés. Ademas, Wiener habia afirmado en su conferencia, sin
demostrarlo, que es posible probar los teoremas fundamentales de la
Geometria Proyectiva y, en particular, los Teoremas de Desargues, Pascal y

Pappus, sin recurrir a argumentos de continuidad.
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Los fundamentos de la Geometria

Cursos impartidos por Hilbert sobre Geometria antes de 1899

@ 1891: Konigsberg. Un curso sobre Geometria Proyectiva, sin
coordenadas.

o 1893: Konigsberg. Un curso sobre Geometrias no Euclideas, basado en
el enfoque axiomdtico de Pasch. (No se imparti6 porque solo se
matricul6 un alumno)

@ 1894: Konigsberg. Un curso sobre Los fundamentos de la Geometria.
Esta vez result6 fundamental la monografia recién publicada por Hertz
“Los principios de la mecdnica presentados de una forma nueva”.

@ 1898: Gotinga. Un curso sobre Los fundamentos de la Geometria -que
darfa lugar a la publicacién de su famosa monografia de 1899.
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Los fundamentos de la Geometria

Vision de Hertz de los principios de la mecanica

@ Una teoria fisica es una imagen que nos formamos de cierto conjunto de
fendmenos de la naturaleza. Como es obvio, podemos formar imagenes
distintas de la misma cosa.

@ Una imagen es permisible si no contradice las leyes del pensamiento (es
decir, las leyes de la l6gica).

e Una imagen permisible es correcta si sus relaciones internas no
contradicen las relaciones que se observan en la naturaleza entre los
objetos que describe dicha imagen.

o Finalmente, entre dos imigenes permisibles y correctas de la misma
cosa, consideramos mas adecuada aquella que es mds simple.
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Los fundamentos de la Geometria

Los conceptos de permisibilidad y correccién inspiraron a Hilbert, quien
introdujo, en el contexto de los Fundamentos de la Geometria, los conceptos
de consistencia y completitud de una teoria axiomaética.
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Los fundamentos de la Geometria

@ Introduce la Axiomdtica definitiva para la Geometria de Euclides.
(Supera no solo a Euclides sino también al resto de propuestas realizadas
en el S. XIX por mateméticos como M. Pasch o G. Peano).

@ Se incluyen demostraciones de consistencia e independencia

@ Se analiza el papel desempefiado en Geometria por la propiedad
Arquimediana y la propiedad de completitud (que son la base de los
argumentos de continuidad)

@ Se proponen modelos de Geometrias no Arquimedianas, no
Desarguesianas y no Pappusianas

@ Para la construccion de los distintos modelos se crea un “céalculo de
segmentos” y se utilizan ideas relacionadas con su trabajo anterior en
teoria de ndmeros.
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Los axiomas de Hilbert

Axiomas para la Geometria Euclidea

Axiomas de enlace (o incidencia)

Axiomas de orden

o

o

@ Axiomas de congruencia
@ Axioma de las paralelas
°

Axiomas de continuidad
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Los axiomas de Hilbert

Axiomas de Enlace o Incidencia

E.1 Dados dos puntos distintos, existe una tinica recta que incide sobre
ambos puntos.

E.2 Dados dos puntos distintos, no existe més de una recta que incida sobre
ambos puntos.

E.3 Sobre una recta existen al menos dos puntos. Existen al menos tres
puntos que no estan alineados (es decir, que no estan todos
simultineamente sobre la misma recta).
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Los axiomas de Hilbert

Axiomas de Enlace o Incidencia

E.4 Dados tres puntos no alineados, existe un plano 7 que incide sobre los
tres puntos. Todo plano contiene al menos un punto.

E.5 Dados tres puntos no alineados no existe mds de un plano que los
contenga.

E.6 Cuando dos puntos de una recta r estdn en un plano 7, todos los puntos
de la recta r estdn en el plano .

E.7 Si dos planos tienen un punto en comtn A, entonces también tienen al
menos otro punto en comun B.

E.8 Existen al menos cuatro puntos no situados en el mismo plano.
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Los axiomas de Hilbert

0.1

0.2

03

04

Axiomas de Orden

Cuando un punto B estd situado entre un punto A y otro punto C,
entonces A, B, C estan alineados y B también esta situado entre el punto
Cy el punto A.

Dados dos puntos A, C, siempre existe un punto B (sobre la recta AC
determinada por A y C) que esta entre los puntos A y C.

De tres puntos cualesquiera de una recta no existe mas que uno que esta
entre los otros dos.

(Axioma de Pasch) Dados tres puntos A, B, C que no estdn alineados, y r
una recta del plano ABC que determinan dichos puntos, si r pasa por el
interior del segmento AB (es decir, por el conjunto de puntos que estdn
entre A y B) entonces también pasa por un punto del segmento BC o del
segmento AC. (Es decir, si una recta penetra por un lado de un tridngulo,
debe salir por alguno de los otros lados)
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Los axiomas de Hilbert

Axiomas de Congruencia

C.1 SiA, B son dos puntos de una recta r y A’ es otro punto de una recta r’
(que podria o no coincidir con r) entonces se puede encontrar sobre uno
de los lados de 7’ determinados por A’ un punto B’ tal que los segmentos
AB y A’B’ son congruentes o iguales, lo que se expresa en signos como
AB=A'B

C.2 SiAB=A'B' yAB = A”B", entonces A'B' = A"B".

C.3 Supongamos que el punto B estd entre los puntos A y C'y que el punto B’

estd entre los puntos A’ y C'. SiAB = A’B’ y BC = B'C’, entonces
AC=AC'.

8/11
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Los axiomas de Hilbert

Axiomas de Congruencia

C4 Todo angulo puede ser transportado de manera congruente a un plano
dado, en un seminal dado del mismo, sobre una semirrecta dada de

antemano, y de manera Unica.
C5 Si dos triangulos AABC y AA’B'C’ satisfacen las congruencias

AB=A'B,AC=A'C'y BAC = BIA'C' , entonces también
ABC = A’B'C’
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Los axiomas de Hilbert

Axioma de las Paralelas

P Dados un punto P y una recta r que no lo contenga, dentro del plano
determinado por ambos existe una tnica recta ' que pasa por Py no
cortaar.
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Los axiomas de Hilbert

Axiomas de continuidad

V.1 (Axioma de Arquimedes) Dados dos segmentos AB, CD existen, sobre la
recta determinada por A y B, un conjunto finito de puntos Aj, Az, --- , A,
de modo que todos los segmentos AA|, A1As, - -+, Ay—1A, son
congruentes con CD y el punto B queda entre los puntos A y A,,.

V.2 (Axioma de plenitud lineal) Los puntos de una recta forman un sistema
que no es susceptible de ampliacién alguna bajo la condicién de
conservar la ordenacién lineal, el primer axioma de congruencia y el
axioma de Arquimedes.
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Resumen por capitulos del libro de Hilbert

Capitulo 1

@ Una vez introducidos todos los axiomas (organizados en torno a las
diferentes formas como percibimos el espacio fisico -incidencia, orden,
congruencia, etc-), se analizan las consecuencias bésicas de cada grupo
de axiomas.
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Resumen por capitulos del libro de Hilbert

Capitulo 2

o Consistencia relativa de la Geometria -tal como queda determinada por
los axiomas de Hilbert- respecto de la aritmética.

o Independencia mutua de los distintos grupos de axiomas.

@ Se derivan algunos resultados de la Geometria Absoluta. En particular, se
demuestra, en el caso arquimediano, el Teorema de los tres mosqueteros.

@ Se proporciona un modelo de Geometria no Arquimediana (i.e. que
verifica todos los grupos de axiomas excepto los de continuidad. (Esto se
obtiene de forma independiente al trabajo de Veronese de 1891))
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Resumen por capitulos del libro de Hilbert

Capitulo 3

@ Nueva exposicion de la teoria de proporciones de Eudoxo, basada en un
célculo de segmentos que no requiere la propiedad Arquimediana ni la
propiedad de plenitud lineal, pero si el Teorema de Pappus.

@ Gracias a la técnica anterior, demuestra el Teorema de Tales y deduce
que las ecuaciones de la recta y el plano se mantienen validas en las
geometrias no Arquimedianas.
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Resumen por capitulos del libro de Hilbert

El producto de segmentos se define con una construccién geométrica sencilla:
Se fijan dos rectas perpendiculares, r, 7, se toma un segmento OP (que
denotamos 1 = OP) sobre r, y representard la unidad de medida, cuando todo
se interprete numéricamente) y dados los segmentos a = OA, b = OB sobre
las rectas ry, rp, respectivamente, se traza desde B la paralela a la recta AP,
que corta a r; en un punto X. Pues bien: a - b = OX.
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Resumen por capitulos del libro de Hilbert

Capitulo 4

@ Se introduce el concepto de area para poligonos del plano, sin hacer uso
de los axiomas de continuidad (Arquimedes y completitud lineal).
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Resumen por capitulos del libro de Hilbert

Definicion

Se dice que dos poligonos I' y ¥ son equidescomponibles si se puede dividir
cada uno de ellos en un niimero finito de triangulos Ty, --- ,Ts y Ry, -+ , Ry,
respectivamente, de modo que T; = R; parai=1,--- s.

v D
- 9’

poligonos equidescomponibles
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Resumen por capitulos del libro de Hilbert

Definicién

Se dice que dos poligonos T y X3 son equicomplementarios si se puede ariadir
un nimero finito r de tridngulos Ty, - - - , T, al primero y otros r triangulos

Ry, - , R, al segundo de modo que los poligonos resultantes son
equidescomponibles y, ademds, T; = R;parai =1,--- ,r.

2>

-
)

poligonos equicomplementables

J. M. Almira (Universidad de Murcia) Universidad de Murcia 2007 9/11



Resumen por capitulos del libro de Hilbert

Teorema (caracterizacion de poligonos de areas iguales):
Sean I' y £ dos poligonos del plano. Entonces las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(a) T y £ son equicomplementarios.

(b) T y I tienen igual area (ver las figuras).
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Resumen por capitulos del libro de Hilbert

Corolario:
Si descomponemos un rectangulo en un nimero finito de triangu-
los y separamos uno de los triangulos formados, es imposible re-
construir el rectangulo original mediante movimientos con los otros
tridngulos.

o Esta propiedad es importante porque habia sido asumida en numerosas
ocasiones como un nuevo axioma de la Geometria (e.g., Zolt en1881 y
Stoltz en 1894).

@ F. Schur en 1892 y Killing en 1898 la habian logrado probar en forma de
teorema, pero asumiendo la propiedad Arquimediana.

@ Hilbert la demuestra en su libro como un resultado de Geometria No
Arquimediana -evitando los axiomas de continuidad.
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Resumen por capitulos del libro de Hilbert

Capitulo 5

o Estudio del Teorema de Desargues en la geometria plana.

@ Construye una Geometria no-Desarguesiana que satisface los axiomas de
enlace, orden y las paralelas.

@ En particular, lo anterior sirve para demostrar la necesidad de los
axiomas de congruencia si se quiere probar el Teorema de Desargues.

@ Construye un cédlculo de segmentos basado en el Teorema de Desargues.
El producto no es conmutativo, pero se puede utilizar para construir una
geometria analitica con escalares en un cuerpo no conmutativo (anillo
con divisién)

@ Si se satisface Pappus, el producto de segmentos es conmutativo.

J. M. Almira (Universidad de Murcia) Universidad de Murcia 2007 9/11



Resumen por capitulos del libro de Hilbert
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Resumen por capitulos del libro de Hilbert

Roduch de 3e3_mm+os
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Resumen por capitulos del libro de Hilbert

a h a+b=b+a
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Resumen por capitulos del libro de Hilbert

B ¢
brc carbirc=artbre)
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Resumen por capitulos del libro de Hilbert
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Resumen por capitulos del libro de Hilbert
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Resumen por capitulos del libro de Hilbert

(brcia=
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Resumen por capitulos del libro de Hilbert
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Resumen por capitulos del libro de Hilbert

Prueba de que la ecuaciéon de larectaes y = ax + b
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Resumen por capitulos del libro de Hilbert

Teorema (Hilbert)

Si una Geometria Plana verifica los axiomas de enlace planos (E.1,E.2,E.3),
los axiomas de orden y el axioma de las paralelas, entonces la vinica forma de
que dicha geometria se pueda interpretar como la geometria de un plano
dentro de una geometria espacial que verifique los axiomas de enlace, orden y
paralelas, es que dicha geometria verifique el Teorema de Desargues.

v
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Resumen por capitulos del libro de Hilbert

Capitulo 6

o Estudio del Teorema de Pappus.

@ Lo deduce de los axiomas de enlace, orden, paralelas y continuidad
-evitando los de congruencia.

o Construye una Geometria no Pappusiana que verifica los axiomas de
orden, enlace y paralelas -pero no Arquimedes ni congruencia-

@ Toda Geometria no Pappusiana debe ser también no Arquimediana.
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Resumen por capitulos del libro de Hilbert

Capitulo 7

o Estudio de construcciones con regla y patrén (i.e., permitiendo el
transporte de dngulos y de segmentos), lo cual se traduce -gracias al
Teorema de Pitdgoras- en un problema de teoria algebraica de niimeros
(extensiones de cuerpos con ciertas propiedades especiales)
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Resumen por capitulos del libro de Hilbert

Hay que decir que la axiomadtica de Hilbert, con la tinica modificacién de
cambiar el axioma de las paralelas por la afirmacién de que por un punto
exterior a una recta dada pasan varias paralelas, es también una axiomadtica
para la Geometria hiperbdlica -cosa que no sucede con axiomadticas anteriores,
como la propuesta por Pasch. Por supuesto, para la Geometria eliptica, esto no
es posible porque dicha Geometria no es Arquimediana.
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1900 : La conferencia de Paris

@ En 1900 Hilbert era ya un matemético consagrado. Habia logrado
resolver algunos de los problemas mds importantes de la teoria de
invariantes, habia puesto orden en la teoria algebraica de nimeros vy,
ademads, habia sentado las bases de la axiomatica moderna aplicando sus
ideas sobre consistencia relativa a las distintas geometria y dando un
fundamento sélido para la geometria euclidea. A nadie se le escapaba
que sus opiniones tenian un peso importante. Y no solo en Alemania....

@ Ese afio es llamado por Poincaré para que imparta una conferencia como
ponente invitado el el Segundo Congreso Internacional de Matematicos,
que coincidiria con la Exposicién Universal de Paris.

e La conferencia de Hilbert, “Sobre los problemas futuros de la
matematica”, marcaria en buena medida el rumbo de las matematicas del
S. XX...
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