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Tim Gowers, The two cultures of mathematics
https://www.dpmms.cam.ac.uk/~wtgl0/2cultures.pdf


https://www.dpmms.cam.ac.uk/~wtg10/2cultures.pdf

Les matematiques de Paul Erd6s: un estil propi

Hi ha dos grans estils de matematics segons la prioritat:
@ Resoldre problemes (Paul Erdés)

o Construir teories (Michael Atiyah)

Tim Gowers, The two cultures of mathematics
https://www.dpmms.cam.ac.uk/~wtgl0/2cultures.pdf


https://www.dpmms.cam.ac.uk/~wtg10/2cultures.pdf
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K auOTEs

https://www.erdosproblems.com/all (Thomas Bloom)
Tags orum More

Al Random Solved Random Open

349 solved out of 985 shown (show only solved or open)

OPEN - $500

If4 ¢ {1,...,N} with |4| = nis such that the subset sums }., . sa are distinct for all S € 4 then
N> 2"

[E98]

number theory, addiive. mmh\n:lnnnx)

Erdds called this 'perhaps my first serious problem' (in [Er98] he dates it to 1931). The powers of 2

show that 2” would be best possible here. The trivial lower bound is N 3> 2"/n, since all 2" distinct
subset sums must lie in [0, Nn). Erdés and Moser [Er56] proved

1 2"
N2 (G- o)


https://www.erdosproblems.com/all

Les matematiques de Paul Erd6s: un estil propi

Another roof, another proof.

2aupTEs

@ Un dels autors més prolifics de la historia: prop de 1500 articles
@ Una de les xarxes més extenses de col laboradors: més de 500 coautors.
https://users.renyi.hu/~p_erdos/Erdos.html (Rényi Institute)

1929:

» 1929-01 P. Erd6s: On higher-order arithmetic series Koz. Mat. Lapok (1929) 187--189; (New)

1932:
» 1932-01 P. Erd6s: Beweis cines Satzes von Tschebyschef (in German), Acta Litt. Sci. Szeged 5 (1932), 194--198; Zentralblatt 4,101.

» 1932-02 P. Erd6s: Generalization of an elementary number-theoretic theorem of Kiirschdk, in Hungarian, Mat. Fiz. Lapok 39 (1932), 17--24; Zentralblatt 7,103.

1934:
» 1934-01 P. Erdds: A theorem of Sylvester and Schur, J. London Math. Soc. 9 (1934), 282--288; Zentralblatt 10,103.

» 1934-02 P. Erd6s: On primes in some arithmetic progressions (in Hungarian), Doctoral thesis , Sdrospatak, 1934, 1--20.



https://users.renyi.hu/~p_erdos/Erdos.html
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itiful

Elegancia, Bellesa, Simplicitat, Profunditat, Imaginacié, Creativitat

Martin Aigner

Ginter M. Ziegler
Proofs from THE BOOK

&) Springer
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Teoria de Ramsey

En un grup de sis persones o més, n'hi ha tres que es coneixen mituament o
tres que no es coneixen entre elles

Theorem (Ramsey, Erdés—Szekeres)

Donats enters m i k < m, hi ha un nombre R(m, k) amb la segiient propietat.
Si s’acoloreixen tots els conjunts de mida k d’un conjunt de mida n > R(m, k)
amb un nombre finit de colors, hi ha un subconjunt de mida m tal que tots els
subconjunts de m de mida k tenen el mateix color.

@ Per a cada enter m i n > R(m,4), qualsevol conjunt de n punts en el pla
en conté m que estan en posicidé convexa.

o Per a cada enter m i n prou gran, qualsevol matriu n X n de 0's i 1's conté
una submatriu m X m tota de zeros o tota d'uns.

@ Per a cada enter m i n prou gran, qualsevol successié de nombres de
llargada n conté una subsuccessié monotona de llargada m.

El desordre total és impossible
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Provar I'existéncia d’un objecte definint un espai de probabilitat apropiat en el
que la probabilitat de I'objecte és positiva.
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Objectiu

Donat k, trobar un nombre n(k) pel qual existeix una coloracié de les parelles
de [n] amb dos colors sense que hi hagi cap conjunt de mida k amb totes les
parelles del mateix color

@ Acolorim cada parella de [n] vermella o blava amb probabilitat 1/2 i
independents.

@ La probabilitat que un conjunt de mida k tingui totes les parelles del
mateix color és .
1 (2)_1
p= D) .

o La probabilitat que algun conjunt de mida k tingui totes les parelles del

mateix color és com a molt
n 1 (3)-1
DG
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Provar |'existencia d’un objecte definint un espai de probabilitat apropiat en el
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El metode probabilistic

Provar |'existencia d’un objecte definint un espai de probabilitat apropiat en el
que la probabilitat de I'objecte és positiva.

Fita inferior dels nombres de Ramsey

Objectiu

Donat k, trobar un nombre n(k) pel qual existeix una coloracié de les parelles
de [n] amb dos colors sense que hi hagi cap conjunt de mida k amb totes les

parelles del mateix color
o Si )
-1
2
(:) (%) <1,

aleshores la probabilitat que hi hagi una coloracié sense cap conjunt de
mida k amb totes les parelles del mateix color és positiva.

o La desigualtat és satisfa si
n < 2k/2

R(k,2) > 2/?




El metode probabilistic

Fites dels nombres de Ramsey

Erd6s va plantejar 96 problemes sobre teoria de Ramsey, dels quals se n'han
resolt 38. Era un dels seus temes preferits.

VUi e uin une prumisin

OPEN - $250

Find the value of limy_.. R(k)'’¥.

H#T7: [Er

graph theory, ramsey theory

Erd6s offered $100 for just a proof of the existence of this constant, without determining its value. He also

offered $1000 for a proof that the limit does not exist, but says 'this is really a joke as [it] certainly exists'.
Erdds proved

V2 < lil{ninfR(k)”k < limsup R(k)'X < 4.
. k—>o

The upper bound has been improved to 4 — 1

28 bY Campos, Griffiths, Morris, and Sahasrabudhe
[CGMS23]. This was improved to 3.7992 - by Gupta, Ndiaye, Norin, and Wei [GNNW24].

A shorter and simpler proof of an upper bound of the strength 4 — ¢ for some constant ¢ > 0 (and a
generalisation to the case of more than two colours) was given by Balister, Bollobas, Campos, Griffiths,
Hurley, Morris, Sahasrabudhe, and Tiba [BBCGHMST24].

This problem is #3 in Ramsey Theory in the graphs problem collection.



El metode probabilistic

Provar I'existéncia d’un objecte definint un espai de probabilitat apropiat en el

que la probabilitat de I'objecte és positiva.

)

THE
PROBABILISTIC ,_
METHOD

Third Edition .

Moga Alen
Joel H. Spencer

Aplicacions a

teoria de nombres

teoria de grafs

teoria de conjunts
combinatoria

geometria

ciencies de la computacié

algorismica



Grafs aleatoris

@ Quina és la probabilitat que un graf sigui Hamiltonia? (tingui un cicle que
passa una Unica vegada per cada vertex)?

@ Quina és la mida tipica del subgraf complet més gran d'un graf?
@ ---

Model d'Erdés—Rényi

El graf G(n, p) és I'objecte aleatori que s'obé al triar independentment amb
probabilitat p cada aresta entre dos vertexs de [n].

o

1 .
2. 6 2 6 2 6

3 ‘5 3 5 3 5

[| e
A~
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Grafs aleatoris

Quina és la probabilitat que un graf tingui un triangle? Quants triangles té
tipicament un graf?

o La probabilitat que tres vertexs de G(n, p) formin un triangle és P
o El nombre esperat de triangles en un graf aleatori G(n, p) és ~ nmpd.

o Efecte llindar:
Si p < 1/n el graf G(n, p) gairebé segur que no té triangles.
Si p > 1/n el graf G(n, p) gairebé segur que té triangles.

o Gairebé tots els grafs tenen n®/64 triangles (del total de n®/6 possibles)



Grafs aleatoris: evolucié de grafs aleatoris

Evolucié de les propietats d’un graf G(n, p) amb p = p(n) com a funcié de n J
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https://www.networkpages.nl/CustomMedia/Animations/RandomGraph/
ERRG/AddoneEdgepATime.html
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Teoria extremal

Quin és maxim nombre d'arestes d'un graf amb n vertexs sense triangles? )

@ Un graf amb més de n arestes gairebé segur que té triangles.

o El graf complet bipartit Kj/2 /2 no té triangles i té n?/4 arestes.



Teoria extremal

Quin és maxim nombre d'arestes d'un graf amb n vertexs sense triangles? )

@ Un graf amb més de n arestes gairebé segur que té triangles.

o El graf complet bipartit Kj/2 /2 no té triangles i té n?/4 arestes.

Theorem (Mantel)

Un graf amb més de | n* /4| arestes conté triangles. L'tnic graf extremal amb
|n?/4] és el graf complet bipartit Kay2,n/2 (0 Kin—1)/2,(n+1)/2 SIi N €és senar).




Teoria extremal

Quin és maxim nombre d'arestes d'un graf amb n vértexs sense cap copia d'un
subgraf H donat?

o Un graf amb més de n>~2/™ arestes gairebé segur que conté una copia del
graf complet K.

o El graf complet multipartit amb m — 1 parts quasi iguals no conté cap
copia de Ky i té (1 — 1/m)?n?/2 arestes.



Teoria extremal

Quin és maxim nombre d'arestes d'un graf amb n vértexs sense cap copia d'un
subgraf H donat?

o Un graf amb més de n?>=2/™

graf complet K.

arestes gairebé segur que conté una copia del

o El graf complet multipartit amb m — 1 parts quasi iguals no conté cap
copia de Ky i té (1 — 1/m)?n?/2 arestes.

Theorem (Erds—Stone—Simonovits)

El nombre maxim d'arestes d’un graf amb n vértexs que no conté cap copia
d’un graf donat H és

(1- # + 0(1))%7

on x(H) és el nombre cromatic de H.
La fita és asimptoticament justa si x(H) > 3.

El nombre cromatic d'un graf és el minim nombre de parts d'una particié en
conjunts sense arestes.
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Terry Tao, Medalla Fields, 2006
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