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Problema 1
Siguin a, b dos nombres positius tals que

a+b=a®>+10>=d°+10b°.

Demostrau que
a? + b =a* +b* = a4+ 5.

Problema 2

Sigui M el punt mitja del costat CA d’un triangle ABC. Donats els punts D i E del costat
BC tals que BD : DE : EC' =1:1:1, siguin P i Q els respectius punts d’interseccié amb BM
de AD i AFE.

Determinau la proporcié BP : PQ : QM.

Problema 3

En cada un dels quadradets d’una quadricula 6 x 6 s’hi escriu un nombre enter positiu.
Es permet augmentar en 1 cada un dels nombres de qualsevol quadrat n x n contingut en la
quadricula, amb 2 < n < 6.

Es possible aconseguir que els 36 nombres siguin multiples de 3 fent només passos d’aquesta
mena?

La durada de la prova és de tres hores.
No és permes 1'is de calculadores.
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Problema 4

Sigui ABC' un triangle isosceles amb AB = AC. Sigui D el punt del costat AB tal que
BD :DC =1:21i P el punt del segment C'D tal que PC': DP =1 : 3.

Provau que ZADP =2-/ZDPA.

Problema 5
Siguin x, y, z tres nombres positius que fan  + y + z = 1. Demostrau que

(i) zy +yz + zx > 9zyz.

(i) 2?4+ 9% + 22 — (a:3 +y3 + 23) > 6zyz.

Problema 6
Siguin a, b, ¢ nombres reals tals que (a — b) (b — ¢) (¢ — a) # 0. Demostrau que si

llavors

Es cert el reciproc?

La durada de la prova és de tres hores.
No és permes 1'is de calculadores.



Solucions als problemes de la primera fase a Balears
de la 56a Olimpiada Matematica Espanyola.

Problema 1.
Siguin a, b dos nombres positius tals que

a+b=a>+0®=a®+ 0.

Demostrau que
a? + b2 =a* +b* = a4+ 5.

Prova 1. Escrivim la primera igualtat de la hipotesi com
a(l—a2) :b(bQ—l)
i la segona en la forma
a3(1—a2) :b3(b2—1).
Restant aquestes igualtats obtenim la igualtat segiient:
a(l—a2)—a3(1—a2) :b(bQ—l) —bg(bz—l),
igualtat que es pot escriure
a(1-a®)’+b(1-0)°=0.
Pero els sumands del primer membre sén ambdds no negatius i la seva suma s’anulla. Per
tant, necessariament ha de ser nul cada un d’ells.
Aixi, doncs, tindrem
a(1-a®)’=0, b(1-0%)7=0,
Ates que a i b sén nombres positius, se’n dedueix que

a=b=1.

En conseqiiéncia
a? + 0% = at + b = a® 415,

com es volia.

Prova 2. Dividim les igualtats donades a la hipotesi del problema per a + b. Quedara:
1=a%—ab+b*=a*—a®b+ a®b® — ab® + b*,
d’on deduim que

14 ab=a*+1? (1)

at+ bt = 1+ a3b—a?h? +ab3
ab (a* 4+ b*) + (1 — ab) (1 + ab) .
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Substituint aqui 1 4 ab per la seva expressié donada per (1) s’obté
at + bt = a® + b2 (2)
D’altra banda,

a® + b5 = (a3)2 + (b3)2

(a3 + 173)2 — 2a3b3
= (a+0b)?—2a3? (per la hipdtesi) (3)
a® +b? 4 2ab (1 — ab) (1 + ab)

i també
S+ 08 = (a2’ + (17)° = (a2 +b%) (a* +b* — a2?)
= (a®+?) (a® + b* — a®V?) (per (2))
= a* +b* +a%? (2 - (a® +b?)) (4)

= a®+b0+a??(2— (1+ab)) (per (1)i(2))
= a?+b>—a%? (1 —ab)

Restant (4) de (3), queda
0 = 2ab (1 — ab) (1 + ab) + a*b? (1 — ab) .

Aix0 ho podem escriure

ab (1 — ab) (3 + ab) = 0.
Ates que a i b sén positius, de manera que ab (3 + ab) # 0, veiem que

1—ab=0.
I basta substituir aquest valor a (3) o (4) per a obtenir
a® + 5 = a® + 2. (5)

Tenint en compte (2) i (5) s’obtenen les dues igualtats volgudes.

Prova 3. Escrivim la primera de les igualtats de ’enunciat com
a(l—a2) :b(bQ—l)

i la segona en la forma
a2'a(1—a2) :b?’(bQ—l).
Substitutint aqui a (1 — a2) per la seva expressié, aquesta igualtat es pot escriure, d’una
manera equivalent:

b(b—1)(b+1)(a—b)(a+b)=0.

Ates que a i b sén positius, de manera que b(b+ 1) (a + b) # 0, veiem que o bé b =1 o bé
a=b.
Tan per al cas b = 1 com per al cas a = b es pot concloure, d’'una manera immediata, que
a=0b=1.
En conseqiiencia,
a? +b% = a* + bt = a® 415,

com voliem demostrar.



Problema 2.

Sigui M el punt mitja del costat C'A d’un triangle ABC'. Donats els punts D i E del costat
BC tals que BD : DE : EC =1:1:1,siguin P i @ els respectius punts d’interseccié amb BM
de AD i AE.

Determinau la proporcié BP : PQ : QM.

Soruci6 1. Sigui E’ el punt de la recta parallela a BC per A tals que CE' || AE. Per
construccio, els quadrilater AECE’ és un parallelogram. Per tant, M és el punt mitja del

segment FE’, ates que les diagonals d’un parallelogram es bisequen mituament.
Es a dir:

ME = ME'.

B D E C

En conseqii¢ncia, si denotam @’ el punt d’interseccié de CE’ amb la recta que uneix B i M,
els triangles MQFE i MQ'E’ sén iguals, ja que tenen iguals, respectivament, un costat i els dos
angles contigus. En resulta que MQ = MQ'.

Posem ara x = BP, y = PQ i z= QM. Tindrem QQ’ = 2z. Del teorema de Tales aplicat a
les rectes BQ' i BC amb els parells de paralleles AD, E'E i AE, E'C, se’n dedueix

BP  BD BQ BE
PM — DE’ QQ EC’

Si fem les substitucions BP = x, PM =y + z, BQ = = + y, QQ’ = 2z, llavors obtenim el
sistema d’equacions lineals homogeni

x 1 x+y_2
y+z ) )

2z

que es resol d’'una manera immediata i déna
r:y:z=>5:3:2,

que és la proporcié volguda.

SoLuciO 2. Siguin R i S, respectivament, els punts d’interseccié de les semirectes (d’origen
A) AD, AE amb la parallela a BM per C.



Ates que els triangles PBD i RCD s6n semblants, sera %g = % = % I ates que els
triangles APM i ARC també sén semblants, % = ’g—]g = % De les dues equacions obtingudes
es dedueix que

BP 1
PM
Substituint aqui PM per PQ + QM, aquesta igualtat s’escriu
BP
—— =1 (6)
PQ+QM

R

De la mateixa manera, a partir dels parells de triangles semblants QBE, SCE i AQM, ASC,

tenim % = g—g =2i % = % = %, d’on deduim
B
be _,
QM
Substituim BQ per BP + P(Q a U'expressié anterior. Ens quedara, finalment,

BP+ P

BP+PQ 4. (7)
QM

La proporcié desitjada esta donada, doncs, pel sistema d’equacions (6) i (7), que és equivalent
al de la solucié anterior. Per tant,

BP:PQ:QM =5:3:2.

GENERALITZACIO.

Si M és el punt del costat CA de AABC tal que AM : MC =k :1lisi D, E s6n punts del

costat BC' (situats com es veuen a les figures anteriors) tals que BD : DE : EC = u : v : w, es
compleix:

BP PQ QM

k+0)((k+)(u+v)+kw)u  (E+D)(u+v+w kv (E+Du+k@w+w))kw



Problema 3.

En cada un dels quadradets d’una quadricula 6 x 6 s’hi escriu un nombre enter positiu.
Es permet augmentar en 1 cada un dels nombres de qualsevol quadrat n x n contingut en la
quadricula, amb 2 <n < 6.

Es possible aconseguir que els 36 nombres siguin multiples de 3 fent només passos d’aquesta
mena?

SoLucio.

No sempre és possible.

Anomenem X la suma dels nombres que hi ha als quadradets marcats amb el simbol & i
designem per Y la suma dels nombres que hi ha als quadradets marcats amb el simbol ®.

DD | XX
D
X D
D X
XD
XX |D|D

“Només” cal observar que, en cada pas, la diferéencia X — Y o bé augmenta en 3, o bé
disminueix en 3 o bé no canvia. Aixi, doncs, el nombre X — Y és invariant modul 3.

Per tant, si al principi X —Y # 0 (mod 3), no podem aconseguir que els 36 nombres siguin
multiples de 3.

DD XX
K| DD




Problema 4.

Sigui ABC' un triangle isosceles amb AB = AC. Sigui D el punt del costat AB tal que
BD:DC =1:21 P el punt del segment C'D tal que PC': DP =1 : 3.

Provau que ZADP =2-/ZDPA.

Prova 1. Designant per x la longitud del segment PC' i per a la longitud del segment AD,
es té:

DP = 3z BD = 2x AB = AC = a + 2z.

B

C

Sigui E el peu de la perpendicular des de A a CD i posem y per a denotar la distancia entre
DiEFE.
Com que AE 1 CD, resulta:
AD? — DE? = AC? — EC?.
Es a dir:
a? —y? = (a+22)* — (4 —y)2.

Simplificant, queda
3r — 2y = a. (8)

Sigui F' el punt simetric de D respecte de E. Llavors, DF = 2y i AF = AD (aix0 segueix
de la igualtat dels triangles rectangles ADE i AFE), d’on deduim que

FP=DP—DF =3x—2y=per (8 =a=AF.

Per tant,
/FAP = /FPA.

Podem, doncs, concloure que

LADP = /ADF = /DFA=2-/FPA=2-/DPA.



PROVA 2. Reprenent la notacié emprada a la prova anterior:
Del teorema del cosinus aplicat al triangle ADP amb Z/DPA = ¢, se’'n dedueix que

a? = (3z)* + AP? — 2.3z - AP - cos p, (9)
i aplicat a AAPC, en el qual ZAPC = m — ¢,
(a+22)* =2+ AP? —2.2- AP - cos (1 — o).
Aquesta igualtat, multiplicada per 3, esdevé
3(a+22)* =322 +3/AP*+6-x- AP - cos ¢.
Sumant aquesta igualtat amb (9) obtindrem :
AP? = a(a+ 3x).

Es a dir:
AP? = AD - (AD + DP).

En virtut de la proposicié segiient, obtenim la igualtat segiient, equivalent:
ZADP =2-/DPA,

com es volia.

ProprosiciO. Sigui ABC un triangle amb costats a, b, ¢ oposats a A, B, C respectivament.
Es compleix:

LA=2-(/B)=d’=bb+c).

PrOVA. Sigui D el punt sobre C'A, a continuaci6é de A, tal que AD = c.

Per construccid, el triangle ADB és isosceles amb

/DBA = /ADB — % (LCAB). (10)



1. Suposem ZA = 2 (£B). Llavors els triangles ABC' i BDC' s6n semblants (tenen dos angles
iguals: un perque és comu, altre pel fet de ser, per (10), ZODB = ZADB = ZABC').

CA BC 4
En resulta que 55 = &5, 0 bé

_a
a b+c
igualtat que equival a la relacié donada.
2. Suposem a? = b(b+c) o, equivalentment, % = 4o Els triangles ABC' 1 BDC' sén

semblants (tenen un angle comi i els corresponents costats proporcionals). Aixi, doncs,
tendran els angles homolegs iguals. En particular, 'angle oposat al costat a en AABC
sera igual a I’angle oposat al costat b+ ¢ en ADBC, obtenint

/CAB = /DBC
/DBA + ZABC
= 3(LCAB)+ £ABC, per (10)

d’on deduim que
/ZCAB =2(LABC),

com es volia.



Problema 5.

Siguin z, y, z tres nombres positius que fan z + y + z = 1. Demostrau que

(i) zy +yz+ zz > xyz.

(it) 22 +y? + 22— (a?3 +y%+ z3) > 6xyz.

SoLucio.

() Com que x +y + z = 1, resulta:

zy+yz+ 2z = (xy +yz+ 22) (x + y + 2) = 2%y + 2y° + %2 + y2° + 22z + 22? + 3zy2.

Aplicant aqui la desigualtat de les mitjanes aritmetica i geometrica, es té

zy +yz + 2w > 63/ (22y) (212) (y%2) (y2?) (z22) (202) + Bwyz = 9zyz, (11)

on la igualtat val si i només si z =y = z.

(i) PROVA 1. Tenint en compte que z +y + z = 1, s’obté

ProvA 2. De la identitat!

x2—|—y2+z2—(m3+y3+z3)

2?(1—a)+y° (1 -y)+2*(1-2)

2(y+2)+y?(z+2)+ 22 (x+y)

63/(@%) (@%2) (%) (%) (%) (29)

6xyz.

2+t + 2 = Bryr = (e +y+z2) (2P 7+ 2% —ay —yz — 2w)

aplicada amb  +y + 2z = 1 es dedueix

x2+y2+z2—(x3+y3+23) =xy+yz + zx — 3xyz.

I basta ara tenir present (11) per a obtenir la desigualtat desitjada.

PrOVA 3. La desigualtat (11) es pot escriure, d’'una manera equivalent:

zy(l—2)+yz(l—2z)+zx(l—y) > bzyz.

Sumem-hi 1 als dos membres. Tindrem,

(+y+2°+ay(l—2)+yz(1—2)+ze(1—y) > (x+y+2)° + 6zyz.

!Per la regla de Sarrus, A = ‘

0

o <o

c
b
a

at+b+ec
a+b+c
a+b+c

b
a
c

a
c
b
c
b
a

= a® + b® + ¢® — 3abc. Per les propietats dels determinants,

=(a+b+c)(a®+ >+ —ab—bc— ca).



Aix0 ho podem escriure
P4y +22 - (PP 4+ > 2ey(1—2)+2yz(1— )+ 222 (1 —y)
—2xy — 2yz — 2zx + 12xyz.
Es a dir:
%+ y2 + 22— (x3 + y3 + 23) > bzryz,

que és allo que voliem demostrar.
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Problema 6.
Siguin a, b, ¢ nombres reals tals que (a —b) (b — ¢) (¢ — a) # 0. Demostrau que si

llavors

Es cert el reciproc?

ProvA 1. Desenvolupant el producte

a+b+c 1+1+1
b—c c¢c—a a-—0» b—c c¢c—a a—-b)’

veiem que es pot escriure en la forma

a__ b L ¢ L@ 1 n 1 n b 1 . 1 G 1 L+
b—c)? (c—a)* (a—b? b—c\c—a a-b) c—a\b—c a—-b) a—-b\b—c c—a

Aquesta expressié esdevé
o b +_€ alc=b)+bla—c)+c(b—a)
(b—c)?  (c—a)* (a—b)? (a=0)(b—c)(c—a)

Ara bé, I'iltim terme és nul perque a (¢ —b) +b(a — ¢) + ¢ (a — b) és identicament zero.
Per tant:

a n b n c 1 n 1 N 1 B a n b n c
b—c c—a a-—b b—c c—a a-—b _(b—c)2 (c—a)2 (a_b)Z'

Si fem la substitucié ;% + ﬁ + %5 = 0, llavors podem concloure que

a b c

b—F e af @

com voliem demostrar.
El reciproc no és, en general, cert. Si ) —4— =0, llavors o bé > 7% =0 o0 bé

ciclica (b—C)2 ciclica b—¢
1 _
Zciclica b—c — O

PROVA 2. Definim una funcié real de variable real, que anomenarem f (z), de la manera

segient:
a b c

f(w):x—k(b—c)+$+(C—a)+x+(a_b)7

que es pot escriure d’una forma més compacta com

(@a+b+c)x?

f )= (z+b—c)(@+c—a)(@x+a—1b)

Aixd mostra que = = 0 és una arrel doble? i, per tant,

1'(0) =0.

2Convé adonar-se que = = 0 pertany al domini de f (x).
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Tenint aixo present i el fet que la derivada de la funcié f (z) es pot expressar en la forma

/ — a b ¢
fi@) = <(:1:+b—c)2+(x+c—a)2+(w+a_b)z>7

s’obté la igualtat volguda.

Prova 3. Considerem un polinomi de tercer grau les arrels del qual siguin A = b — ¢,
u=c—a,v=a—>b Com que A+ i+ v =0, un tal polinomi es pot expressar com

a;3—|—qx—r,

on ¢, r sén nombres reals. Com que (a —b) (b —c¢) (c —a) # 0, tenim que Auv # 0. D’aix0 se
segueix que r # 0. Es té,

NAgh—r=0, p’Hqu-r=0, V' +q—r=0,

d’on deduim que

a a B _ c
T'F_a)\—i_Q'Xv T'E—bﬂ‘i'Q';’ raTTa

Sumant aquestes igualtats s’obté la igualtat segiient:
AN N N Y S (L A
ris+—=+—=|=I(a cv —+—+4+-
D TR 72 a T\ woov

El primer terme del membre de la dreta és identicament nul i el segon terme també ho és,
en virtut de la hipotesi. Per tant,
a b c\

Com que r # 0, pel que ja hem vist, ens queda finalment

a b c

ﬁ—i_ﬁ_‘_ :0,

V2

com es volia.
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